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Komplexitat paralleler Algorithmen



Parallelisierungspotential Einschatzen

» Wir haben nun Methodiken und Werkzeuge kennengelernt,
um Parallelismus auf Prozessoren auszunutzen.

» Im nachsten Schritt wollen wir einschitzen lernen, welche
Parallelisierungspotentiale ein Computerprogramm iiberhaupt
hat.

P Diese Einschitzung soll zundchst theoretischer Natur sein.



Amdahlsches Gesetz (1)

» Gene Myron Amdahl
» 16. Nov. 1922 - 10. Nov. 2015
» Entwicklung Mainframe Computer IBM
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Amdahlsches Gesetz (2)

» Computerprogramme haben Bestandteile, die parallel
ausgefiihrt werden konnen, und andere Bestandteile, die
lediglich sequentiell durchgefiihrt werden koénnen.

» Solche Bestandteile konnen bspw. C+-+ Befehle sein, wobei
der Programmierer explizit bestimmt, ob diese in
unterschiedlichen Prozessen, Threads etc. ausgefiihrt werden.

» Parallelismus auch auf Instruktionslevel moglich, dann
bestimmt der Compiler oder die CPU zur Laufzeit, welche
Instruktionen parallel ausgefiihrt werden.

» Wir abstrahieren davon und nehmen schlicht an, dass sich
eindeutig quantifizieren ldsst, zu welchen Teilen ein
Computerprogramm sich aus sequentiellen und parallelen
Bestandteilen zusammensetzt.



Amdahlsches Gesetz (3)

Bezeichne P € [0..1] den Anteil des Computerprogramms, der sich
parallel ausfiihren Idsst. Ferner bezeichne S,,, den Speedup, den
wir uns fiir den parallelen Anteil durch eine Parallelisierung
erhoffen:

Spor = 71k (8)

wobei T(1) die Ausfiihrungszeit auf einem Rechenkern/Prozessor
etc. und T(N) die Ausfiihrungszeit auf N Kernen bezeichne.
Dann ergibt sich der maximal erzielbare Speedup als

1
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Der maximal erzielbare Speedup stellt eine theoretische obere
Schranke dar, um die sich die Programmausfithrung maximal
beschleunigen lasst.



Amdahlsches Gesetz (4)

Der Speedup fiir den parallelen Anteil des Programms, S/, hangt
von der Ausfiihrungszeit des Programms auf N Prozessoren T(N)
ab. Diese setzt sich zusammen aus der tatsdchlichen Rechenzeit
T, der eventuellen Wartezeit T,,, und der Zeit T,, die durch
Kommunikationsoverhead entsteht.

T(N)=Tc+ Ty + To. (10)



Amdahlsches Gesetz Beispiel (1)

> Wir schatzen, dass der parallelisierbare Teil unseres
Programms 80% betragt. Wir vermuten, dass wir diesen
Programmbestandteil auf einem Multi-Core Prozessor um
einen Faktor 4 beschleunigen konnen.

» Wir berechnen den maximal erzielbaren Speedup fiir das ganze
Programm als

1
S=— =25 (11)
(1-08)+2%8

» Auf einem Supercomputer schitzen wir das
Parallelisierungspotential deutlich héher ein, wir erwarten,
dass Spar = 200.

» Wir berechnen den maximal erzielbaren Speedup fiir das ganze
Programm als

1
(1-0.8)+ 28 (12)



Amdahlsches Gesetz Beispiel (2)

> Am Beispiel erkennt man sehr anschaulich, dass selbst dann,
wenn der Anteil des Computerprogramms, der parallel
ausgefiihrt werden kann, im Vergleich zum sequentiellen
Bestandteil sehr hoch ist, das Beschleunigungspotential durch
Parallelisierung tatsdchlich eher gering ist.

» Da das Amdahlsche Gesetz eine theoretische obere Schranke
vorgibt, wird dieses Beschleunigungspotential von
tatsichlichen Implementierungen nicht voll ausgeschépft
werden.



Amdahlsches Gesetz
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Parallele Effizienz
» Die Effizienz eines parallelen Programms, oder kurz die

“Parallele Effizienz”, eines Programms, das auf N Prozessoren
ausgefiihrt wird, ist definiert als:

E(N) = (13)

» Waihrend das Amdahlsche Gesetz Aufschluss iiber das
Parallelisierungpotential fiir das gesamte Programm gibt,
stellt Effizienz den Speedup fiir die parallel ablaufenden
Programmbestandteile ins Verhaltnis zu den eingesetzten
Ressourcen.

» Im Idealfall (der in der Praxis nicht eintritt) gilt Sp,- = N und
E(N)=1.



Kosten

Die Kosten eines parallelen Programms sind definiert als das
Produkt aus Ressourceneinsatz N und der Ausfiihrungszeit auf N
Prozessoren:

C(N)=N-T(N). (14)

Die Kosten sind immer hoher oder gleich der seriellen Komplexitat:
T(1) < C(N). (15)
Das folgt aus der Definition des parallelen Anteils des Speedups:

Spar = ;((Ib)) <NeTA)<N-T(N). O (16)



Kostenoptimalitat

Falls die Kosten eines parallelen Algorithmus der seriellen
Komplexitat entsprechen, nennen wir das Programm
kostenoptimal

C(N)=T(1). (17)

Es ist also das Ziel, das beste serielle Programm (bzgl.
Komplexitdt) zu kennen und ein bzgl. dessen kostenoptimales
paralleles Programm zu finden.



Parallel Random Access Machine (PRAM)

» Bei sequentiellen Algorithmen schatzen wir die Komplexitat
mittels asymptotischer Betrachtungen ein. Dabei legt man
serielle Maschinenmodelle zu Grunde.

> Um die Komplexitat paralleler Algorithmen einschitzen zu
kdnnen, muss man Maschinenmodelle zu Grunde legen, die die
asymptotische Ausfiihrungszeit im Verhaltnis zum
Ressourceneinsatz betrachten.

» Wir wollen im folgenden kurz ein solches Modell behandeln.
(Eine ausfiihrliche Betrachtung solcher Modelle ist
Gegenstand einer “Parallele Algorithmen” Vorlesung.)



Parallel Random Access Machine (PRAM)

PRAM Maschinenmodell

Wir legen ein Maschinenmodell zugrunde, das iiber beliebig viele
Prozessoren verfligt. Die Prozessoren verfiigen iiber geteilten
Speicher. Dieser ist unbegrenzt verfiigbar, auBerdem bendtigt jeder
Speicherzugriff eine Zeiteinheit. Die Prozessoren arbeiten
Instruktionsfolgen synchron ab (“lock-step”).

Die dem Modell zugrunde liegende Maschine programmiert man,
indem man parallele Funktionen schreibt, die auf P Prozessoren
ausgefiihrt werden. In der Funktion steht der Prozessorindex p zur
Verfiigung.



Parallel Random Access Machine (PRAM)

PRAM Speichermodell
Man nimmt jedoch i. Allg. nicht an, dass alle Prozessoren
gleichzeitig auf den geteilten Speicher zugreifen kdnnen. Vielmehr
unterscheidet man drei Arten von PRAMs gemaB ihrer
Speicherzugriffscharakteristen.
» EREW - Exclusive Read, Exclusive Write: alle
Speicherzugriffe erfolgen exklusiv.
» CREW - Concurrent Read, Exclusive Write: lesender Zugriff
erfolgt gleichzeitig, schreibender Zugriff exklusiv.
» CRCW - Concurrent Read, Concurrent Write: alle
Prozessoren konnen gleichzeitig lesend und schreibend auf den
Speicher zugreifen.



Parallel Random Access Machine (PRAM)

PRAM Speichermodell
Algorithmen, die auf einer EREW PRAM lauffahig sind, sind auch

auf allen anderen PRAM Modellen lauffahig. CREW Algorithmen
lassen sind auch auf CRCW PRAMs ausfiihrbar.

CRCW PRAMs unterscheiden sich bzgl. der Reihenfolge, in der
Schreibzugriffe durchgefiihrt werden. Dies betrachten wir im
Rahmen der Vorlesung nicht naher.



PRAM Komplexitatsbestimmung

Beispiel
Paralleles saxpy, EREW PRAM, P Prozessoren p € [0..P — 1],
Array Lange N > P — 1, Array-Index nullbasiert.

function SAXPYPRAM(y,a,x,N) > Par. Funktion auf P Proz.

np < [%] > Anteil, den p bearbeitet

first < npxp > Range, die p bearbeitet

last < first + np

for all i € [first..last) do > saxpy fiir N/P Elemente
[l = axx[i] + y[i]

end for

end function



PRAM Komplexitatsbestimmung

Beispiel
Komplexitdtsbestimmung bzgl. Laufzeit:
function SAXPYPRAM(y,a,x,N)

np < [%] > O(1) auf P Prozessoren
first «<— np x p > O(1) auf P Prozessoren
last < first + np > O(1) auf P Prozessoren
for all i € [first..last) do

y[i] < axx[i] + y[i] > O( (%1) auf P Prozessoren
end for

end function

= T(N)=3+ [%] Zeit = O([%]) auf P Prozessoren.

(Das entspricht unserer Erwartung, da serielles Saxpy gerade O(N)
Zeit bendtigt.)



Arbeit vs. Zeit

Ziel nun: formuliere Algorithmus nicht fiir P, sondern fiir oo viele
Prozessoren.

Algorithmus ist dann einfacher, weil jeder Prozessor genau ein
Datum verarbeiten kann — das Berechnen der "Ranges” (im
Beispiel np x p bis np x p + np) entfallt.



Arbeit vs. Zeit

Arbeitskomplexitit W(n): Anzahl an parallelen Operationen, die
der Algorithmus insgesamt ausfiihrt.

Zeitkomplexitit (auch Schrittkomplexitit) S(n): Anzahl an
Einzelschritten, die der Algorithmus ausfiihrt.

Es gilt die ldentitat

W(n) = >~ Wi(n), (18)

wobei W;(n) die Anzahl der parallelen Operationen zum Zeitschritt
i bezeichnet.



Arbeit vs. Zeit

Vorgehen im Allgemeinen:

1. Finde den seriellen Algorithmus mit der vorteilhaftesten
Komplexitat.

2. Finde einen parallelen Algorithmus, der bei gleichbleibender
Arbeitskomplexitit die Zeitkomplexitidt minimiert.

Wir suchen also Algorithmen, die insgesamt auf allen Prozessoren
genauso viel Arbeit verrichten, wie der beste serielle Algorithmus,
und die trotzdem bzgl. der reinen Ausfiihrungszeit des Algorithmus
asymptotisch auf mehr Prozessoren schneller werden.



Arbeit vs. Zeit

Beim Arbeit vs. Zeit Paradigma betrachtet man im Gegensatz zur
PRAM parallele Algorithmen, die auf unendlich vielen Prozessoren
ablaufen. Parallele Algorithmen formuliert man mit einem
generischen for all..do in parallel Konstrukt, ohne explizit das
Programm hinsichtlich P Prozessoren formulieren zu miissen. Das
saxpy Beispiel ldsst sich etwa vereinfachen zu
function SAXPYWORKTIME(y,a,x,N)
for all / € N do in parallel
y[i] < a x[i] + ]
end for
end function
Wir wollen dieses Paradigma daher verwenden, um parallele
Algorithmen zu formulieren.



Brentsches Theorem

Dazu machen wir uns die Eigenschaft zu Nutze, dass ein paralleler
Algorithmus, der mit Arbeitskomplexitat W (n) und
Schrittkomplexitat S(n) auf einer Maschine mit unendlich vielen
Prozessoren ausgefiihrt wird, auf einer PRAM mit P Prozessoren

mit hochstens W
{F(,”)J +S(n) (19)

parallelen Operationen simuliert werden kann.



Brentsches Theorem: Beweis

Wir zeigen, dass

{W;”)J +S(n)

obere Schranke fiir die Komplexitdt auf PRAM mit P Prozessoren.
Dazu betrachten wir die parallelen Operationen W;(n), wobei
1 < i< S(n). Bei P Prozessoren kann jede parallele Operation in

[@—‘ parallelen Schritten durchgefiihrt werden.

Offensichtlich gilt:
S(n) S(n)

> [W;'ﬂ <y < {Wg”)JH) < {W;”)Jw(n) 7 (20)

i=1 i=1




Brentsches Theorem

Wegen des Brentschen Theorems kann man jeden parallelen
Algorithmus, der gemaB des Arbeit vs. Zeit Paradigmas mit
unendlich vielen Prozessoren formuliert ist, auch als PRAM
Algorithmus auf P Prozessoren formulieren. Es gilt die oben
genannte Schranke fiir die Anzahl insgesamt bendtigter paralleler
Operationen.

Dies erlaubt uns eine allgemeinere Betrachtung paralleler
Algorithmen.

Fiir die praktischen Beispiele im Verlauf der Vorlesung wollen wir
der Einfachheit halber parallele Algorithmen nur noch im Sinne des
Arbeit vs. Zeit Paradigmas formulieren.



Beispiel: Reduktion

Problem
Gegeben: Reellwertiges Array a[l,..,n], n€ N
Gesucht: S, :=> "1, a[i].

Serieller Algorithmus

function REDUZIERE(a,n)
S+ a[l]
for all i =2..ndo
S+ S+ali
end for
end function

Komplexitat: O(n).



Beispiel: Parallele Reduktion

Prinzip: log (n) lterationen, paarweise Operationen.




Beispiel: Parallele Reduktion

Vereinfachende Annahme: n = 2K, k € N. Wir betrachten den
folgenden parallelen Algorithmus auf einer P-Prozessor PRAM. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass P = n. Die Funktion wird
fiir P Prozessoren p € [1..P] parallel ausgefiihrt.

function REDUZIEREPRAM(a,n)
t[p] < a[p] > Kopie in temp. Array
for all h=1..logn do
if p < n/2" then
t[p] < t[2p — 1] + t[2p]
end if
end for
if p=1 then
S« t[p]
end if
end function



Beispiel: Parallele Reduktion

» Der Algorithmus REDUZIEREPRAM ist auf der EREW
PRAM ausfiihrbar.
» Die Komplexitat bzgl. Laufzeit ist O(logn) auf P Prozessoren.

» Die Formulierung auf der PRAM erfordert, dass der
Algorithmus explizit im Sinne von P Prozessoren formuliert

wird.



Beispiel: Parallele Reduktion

Umformulierung des Algorithmus gemaB Arbeit vs. Zeit Paradigma.
function REDUZIEREWORKTIME(a,n)
for all p € n do in parallel
t[p] < a[p]
end for
for all h = 1../ogn do
for all p = 1..n/2" do in parallel
t[p] < t[2p — 1]+t [2p]
end for
end for
S« t[1]
end function



Beispiel: Parallele Reduktion

Zeitkomplexitat: Zahle Zeitschritte

for all p € n do in parallel > O(1) Zeiteinheiten
t[p] < alp]

end for

for all h = 1..logn do > O(logn) Zeiteinheiten
for all p =1..n/2" do in parallel > O(1) Zeiteinheiten

t[p] « t[2p — 1]+t [2p]

end for

end for

S« t[1] > O(1) Zeiteinheiten

= 5(n) = O(1) + O(logn) x O(1)+ O(1) = O(logn) Zeiteinheiten.



Beispiel: Parallele Reduktion

Arbeitskomplexitat: Zahle parallele Operationen

for all p € n do in parallel > Wi = n Operationen
t[p] < alp]

end for

for all h = 1..logn do > Wh = logn...

for all p=1..n/2" do in parallel > ...xn/2" Operationen
t[p] < t[2p — 1] + t [2p]
end for
end for
S« t[1] > W3 =1 Operation

= W(n) = n+ logn x n/2" + 1 = O(n) Operationen.



Beispiel: Parallele Reduktion

Bemerkungen

» Die Zeitkomplexitat betragt S(n) := O(logn).

» Die Arbeitskomplexitit betragt W(n) := O(n).

» Algorithmus REDUZIEREWORKTIME berechnet S auf einer
EREW PRAM mit P Prozessoren.

» Der Algorithmus hat eine Besonderheit:

> Keine der Zuweisungen aus t [p] < t[2p — 1] + t[2p] kann
durchgefiihrt werden, bevor nicht alle Ausdriicke auf der
rechten Seite ausgewertet wurden.



Beispiel: Parallele Reduktion

Bemerkungen

» Die Zeitkomplexitat betragt S(n) := O(logn).
» Die Arbeitskomplexitit betragt W(n) := O(n).
» Algorithmus REDUZIEREWORKTIME berechnet S auf einer
EREW PRAM mit P Prozessoren.
» Der Algorithmus hat eine Besonderheit:
> Keine der Zuweisungen aus t [p] < t[2p — 1] + t[2p] kann
durchgefiihrt werden, bevor nicht alle Ausdriicke auf der
rechten Seite ausgewertet wurden.
» Das funktioniert nur, weil PRAM Befehle in lock-step ausfiihrt,
alle Prozessoren machen erst Arithmetik und danach erst die
Zuweisung!



Beispiel: Parallele Reduktion

Bemerkungen

» Die Zeitkomplexitat betragt S(n) := O(logn).

» Die Arbeitskomplexitit betragt W(n) := O(n).

» Algorithmus REDUZIEREWORKTIME berechnet S auf einer
EREW PRAM mit P Prozessoren.

» Der Algorithmus hat eine Besonderheit:

> Keine der Zuweisungen aus t [p] < t[2p — 1] + t[2p] kann
durchgefiihrt werden, bevor nicht alle Ausdriicke auf der
rechten Seite ausgewertet wurden.

» Das funktioniert nur, weil PRAM Befehle in lock-step ausfiihrt,
alle Prozessoren machen erst Arithmetik und danach erst die
Zuweisung!

» Was bedeutet das in der Praxis?



Beispiel: Parallele Reduktion

Speicherzugriffe des Algorithmus

t[1l] = t[1] + t[2]
t[2] = t[3] + t[4]
t[3] = t[5] + t[6]

Offensichtlich liegt eine Inter lterations-Datenabhingigkeit vor.
Dennoch ist REDUZIEREWORKTIME ein valider EREW
Algorithmus. Welche Implikationen ergeben sich bspw. fiir eine
Multi-Threading Implementierung?




Beispiel: Parallele Reduktion

PRAM Reduktion: Implikationen

» In der Praxis, also bspw. einer Implementierung in C, muss die
2. parallele for Schleife sequentiell abgearbeitet werden, da die
Reihenfolge relevant ist, in der Zuweisungen und Additionen
ausgefiihrt werden konnen.

» Frage: kdnnen wir den parallelen Algorithmus so anpassen,
dass er auch auf einer Multi-Threading Maschine lauffahig ist?



Beispiel: Parallele Reduktion

Shared Memory Datenpfad fiir Multi-Threading
Reduktionsalgorithmus




Beispiel: Parallele Reduktion

Shared Memory Datenpfad fiir Multi-Threading
Reduktionsalgorithmus

Man sieht leicht:

Wir kdnnen die Datenabhangigkeit auflosen, indem jeder Prozessor
die Eingabedaten von Speicheradressen liest, die eine Distanz von
log2(h — 1) haben, und das Ergebnis an eine bestimmte der beiden
Speicheradressen schreibt.



Beispiel: Parallele Reduktion

Mit dieser einfachen Anpassung kdnnte der Algorithmus
REDUZIEREWORKTIME auf einer Multi-Threading Architektur
ausgefiihrt werden.

function REDUZIEREWORKTIME(a,n)
for all p € n do in parallel
t[p] < a[p]
end for
for all h=1..logn do
for all p=1..n,p < p+ 2" do in parallel > <<<
t[p] < tp] +t [p+ 2] b <<<
end for
end for
S« t[1]
end function



Beispiel: Parallele Reduktion

Passt man den Algorithmus REDUZIEREWORKTIME leicht an,
passt er besser zu einem in der Praxis relevanten Maschinenmodell.
Speicher- sowie Zeit- und Arbeitskomplexitdt dndern sich ggii. dem
ersten parallelen Algorithmus nicht.

Generell ist es nicht immer moglich, parallele Algorithmen fiir das
PRAM oder das Arbeit vs. Zeit Modell entsprechend
umzuformulieren. Das Beispiel veranschaulich, dass es wichtig ist,
die Modelle, die man verwendet, zu hinterfragen. Die
Datenabhiangigkeit im parallelen Algorithmus fiihrt dazu, dass eine
tatsachliche Implementierung in wesentlichen Teilen sequentiell
ware.



Beispiel: Parallele Reduktion

Bemerkung

Das Reduktionsproblem lasst sich generalisieren, sodass beliebige
assoziative Binaroperationen unterstiitzt werden. Wir suchen dann
Sn = @7, a[i], wobei & eine beliebige assoziative Bindroperation
ist, sodass @}, a[i] = a[l] & ... ® a[n].



Beispiel: Pointer Jumping

Gegeben: Wald von paarweise disjunkten, wurzelgerichteten
Baumen, d. h. jeder Knoten ist iliber seinen Vorganger
charakterisiert, der Vorganger der Wurzel ist die Wurzel selbst.

(2 (&)
OO0
(2l ® a9

OO
O

Gesucht: Wurzelknoten jedes Baums.



Beispiel: Pointer Jumping

Baum gegeben als Liste von Vorgangern F, wobei F[i] = j, falls j
Vorganger von i:
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Beispiel: Pointer Jumping

Paralleler Algorithmus

Eingabe: Wald von wurzelgerichteten Bdumen als Vorgangerliste
F der Lange n.

Ausgabe: Liste S der Linge n, sodass S[i] =, falls j die Wurzel
des Baumes ist, zu dem i gehort.

function POINTERJUMPING
for all / := 0..n — 1 do in parallel
S[i] « FJi]
while S[i] # S[S]i]] do
S[i] < S[S[i]]
end while
end for
end function



lteration 1
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[teration 2
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Pointer Jumping Analyse

In der 1. lteration zeigen alle Knoten auf den Vorganger 2. Grades.
Da dieses Ergebnis in der nachsten lteration wiederverwertet wird,
ermitteln sie im nichsten Schritt nicht den Vorginger 3. Grades,
sondern denjenigen 4. Grades. Im n&chsten Schritt ist der
Vorganger dieses Vorgédngers der Vorganger 8. Grades usw. Die
Arbeitskomplexitit ist O(n - logh), die Zeitkomplexitét ist O(logh),
wobei h die Hohe des hochsten Baums ist.

Der Algorithmus benétigt concurrent reads und schreibt exklusiv
an eine Speicherstelle = CREW PRAM.



Pointer Jumping Bemerkung

Mit Pointer Jumping kann man einfach die Prifixsumme fiir eine
Liste von Zahlen parallel bestimmen (Ubungsaufgabe!).



Bemerkungen zum PRAM Modell

» PRAM ist ein einfaches Modell, um die Komplexitat paralleler
Algorithmen zu verstehen.

» Annahmen (Speicherzugriffslatenz von 1, unendlich viele
Prozessoren) sind allerdings realitatsfern. Algorithmen, die
bzgl. des idealisierten Modells effizient sind, sind in der Praxis
haufig langsam.

» Konkurrierende Speicherzugriffe (CREW und CRCW) sind in

der Praxis das primare Bottleneck eines parallelen
Algorithmus.



Recap (1)

» Mooresches Gesetz + Dennard Scaling vs. Powerwall.
Architekturen werden tendentiell paralleler, keine triviale
Erhéhung der Taktfrequenz mehr.

#1xCPI

» Performanzbegriff: CPU time = Taktfrequenz

» | und CPI werden statistisch ermittelt.
» Durch die Wahl von Algorithmen, Hochsprachenkonstrukten
und Compilern kann man #l und CPI beeinflussen.

» Caches: es gibt statischen und dynamischen Speicher in CPU
Systemen, es ergeben sich Speicherhierarchien. Beim
Programmieren von Speicherhierarchien ist Lokalitdt sowie
Kohérenz von Speicherzugriffen wichtig.



Recap (2)

» Nebenldufigkeit auf verschiedenstem Niveau.

» ILP schon immer, daher Hardware und Software Pipelining.

» SIMD: spezielle Register, auf denen eine Operation auf ganzem
Vektor anstatt auf Skalar ausgefiihrt wird.

» Multi-Threading: Nebenlaufigkeit auf Prozessor- und Core
Ebene (aber: NUMA Systeme — Divergenz bzgl. Daten- und
Instruktionspfad schlecht fiir Performanz).



Recap (3)

» Hochparallele Architekturen: Instrumente wie Amdahlsches
Gesetz, Parallele Effizienz oder Kosten helfen einzuschéatzen,
wie hoch das Parallelisierungspotential von Algorithmen ist.

P Laufzeiteinschatzungen fiir parallele Algorithmen kann man
mit PRAMs oder mit dem Arbeit vs. Zeit Paradigma
durchfiihren. Diese Modelle treffen woméglich Annahmen, die
in der Realitdt nicht vertretbar sind.
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