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4 Computergrafik
Aufgabe 4.1

Gegeben seien Dreiecke, die durch Vertices in Fensterkoordinaten vy, vo und vs definiert sind. Trifft
man die vereinfachende Annahme, dass geometrische, aus Dreiecken zusammengesetzte Objekte
geschlossen sind und immer nur von auflen betrachtet werden, kann man vor dem Rendern bereits
viele Dreiecke vom Zeichnen ausschliefen. Man legt eine Konvention bzgl. der Orientierung geméf
Uhrzeigersinn der Dreiecke (engl. “winding order”) fest. v; und vy bilden eine gerichtete Kante
und teilen die Ebene in zwei Halften. Liegt nun v3 in der linken Hélfte der Ebene, ist die winding
order des Dreiecks gegen den Uhrzeigersinn. Wir legen (beliebig) fest, dass wir solche Dreiecke
von der Vorderseite sehen. Liegt v3 in der rechten Hélfte, sehen wir das Dreieck von der Riickseite
und miissen es aufgrund unserer vereinfachenden Annahme nicht weiter betrachten. Das Vorgehen
bezeichnet man als “backface culling”.

Die Orientierung des Dreiecks kann man leicht ermitteln, indem man das Vorzeichen der De-
terminante der Eckpunktsmatrix in homogenen Koordinaten berechnet:
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Fiir nicht degenerierte Dreiecke (bei letzteren sind die drei Eckpunkte kolinear) ist bzgl. unserer
Konvention fiir “front faces” das Vorzeichen positiv und fiir “back faces” das Vorzeichen negativ.

a.)

Rechnen Sie fiir die Dreiecke

T, = {Ul = (2,2),1}2 = (472),’03 = (4’4)}7
TQ = {Ul = (5,5),’[}2 = (27 10),’03 = (10,5)}

aus, ob sie back faces oder front faces sind.



b.)

Der Scan Konvertierungsalgorithmus von Pineda, den wir in der Vorlesung kennengelernt haben,
ldsst sich auf den gleichen geometrischen Zusammenhang zuriickfithren. Zeigen Sie, wie die Deter-
minante einer Matrix wie in Aufgabenteil a.), bestehend aus zwei 2D Punkten v;, v;11 sowie einem
Rasterpunkt p = (z,y) in der Ebene, mit den Kantenfunktionen F;(z,y) aus dem Algorithmus
von Pineda zusammenhéngt. Nehmen Sie wie in der Vorlesung an, dass die zur Kantenfunktion
gehorige Kante geméfl e; = v; — v; 41 gebildet wird.

c.)

Gegeben sei das Dreieck T = {v1,v9,v3} mit

€1 = U1 — V2
€2 = VU2 — U3
€3 = Uz — U1
und mit den drei Kantenfunktionen
Ei(z,y) = (z—viz)ery — (y —viy)ers
Es(z,y) = (x—wvaz)eay — (y — vay)eas
Ez(z,y) = (v —vsc)esy — (Y — v3y)ese.

Zeigen Sie, dass fiir einen Punkt (z,y) in der Ebene
2A(T) = El(‘rv y) + EQ(xv y) + Eg(if, y)
gilt, wobei A(T) die Fliiche von T bezeichne.

d.)

Baryzentrische Koordinaten hinsichtlich Dreiecken sind Tripel b(p) = b(z,y) = (A1, A2, A3), wobei
A1, A2, A3 € R Gewichte fiir die Dreieckseckpunkte sind. Fiir jeden Punkt (x,y) in der Ebene und
das Dreieck T' = {v1,v2,v3} gibt es ein solches Tripel, sodass gilt:

o1+ Ave + Agv3 = (2,9),
MAdtds = 1

Bzgl. der Dreieckseckpunkte gilt: b(v1) = (1,0,0), b(v2) = (0,1,0) und b(v3) = (0,0,1).

Zeigen Sie, dass fiir die Kantenfunktionen aus Aufgabenteil c.) und fiir b(x, y)

_ EQ(I’y)
M= Sam)
_ Bs(x,y)
= )
)\3 _ E1($,y)

gilt, wobei A(T") die Flidche von T bezeichne.



Aufgabe 4.2
a.)

Quaternionen sind eine Erweiterung der komplexen Zahlen C und sind definiert als

H = {qo + ¢1i + ¢2j + a3k : g0, q1, 92, g3 € R}, (1)

wobei fiir i,j und k gilt:
iZ=j?=K>=ijk=—1. (2)

Zeigen Sie, dass daraus die Identitéiten

j=kjk=1iki=]j (3)
sowie
ij = —ji, jk = —kj, ki = —ik (4)
folgen.
b.)

Die (i. Allg. nicht kommutative) Multiplikation von zwei Quaternionen p = pg + p1i + paj + psk
und g = qo + q1i + g2j + ¢sk ist definiert als

pqg = (Pogo — P1q1 — P2G2 — P3q3)
+ (pog1 + p1go + p2g3 — p3q2) i
+ (pog2 — p1gz + p2go + P3q1)
+ (pogz + pig2 — P21 + P3qo)

Zeigen Sie dies mit Hilfe der Rechenregeln aus a.).



c.)

Das Quaternion
7=4q0— qi—qj—qk (6)

nennt man das Konjugierte zu q. Weiterhin sei das Finheitsquaternion fiir ¢ # 0 gegeben als

LMo By, By By (7)
lal  lal ~lal” " lal”  lql
wobei
lql == \/Q3+q%+qg+q§~ (8)
Gegeben sind die Eckpunktsvektoren der Box
vi = (1,0,0)
ve = (2,0,0)
vy = (2,2,0)
va = (1,2,0).

Fiihren Sie fiir jeden dieser Vektoren die Operation qug durch. Dafiir sind das Einheitsquaternion

= cos 3U° + s18in 30° i+ s9sin 30° j + s3sin 30° k
q= ) 1 B) 2 9 J 3 B

sowie der Vektor s = (s1, $2,83) = (0,0,1) gegeben. Das Quaternion v bilden Sie, indem Sie dessen
Realteil vg auf 0 setzen und die drei Imagindrteile vy, vo und v3 jeweils mit dem ersten, zweiten
und dritten Eintrag der Eckpunktvektoren initialisieren.

Zeichnen Sie die urspriinglichen Eckpunkte der Box, sowie die nun transformierten Eckpunkte,
in ein gemeinsames Diagramm ein. Was bedeutet die Operation gug mit Bezug auf die vorgegebe-
nen Parameter geometrisch?

Das Ubungsblatt wird am 09.05.2019 besprochen.



